Etude de la série Harmonique

Théoréme 1: En notant (H,, ), la suite des sommes partielles de la série harmonique on a le développement
asymptotique suivant :
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ou 7y est un réel strictement positif.

Théoréme 2 : On pose k,; = min{k € N: H; > n}. On a alors
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Preuve théoréme 1:
1 .

Ordre 1 : On pose u,, = H,, — In(n) et v,, = u,, — — pour tout entier n non nul.
n

Onaalors u, —v, = — — 0.De plus, (u,)nen est décroissante car
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car In(1 + ) < z pour tout z > —1 (un calcul de dérivée permet de le voir). On peut aussi voir que (v, )nen
est décroissante car
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par le méme argument que précédemment.

On vient de montrer que les suites (4, )nen et (U, )nen sont adjacentes, elles convergent donc vers un réel .
Comme (vy,)nen est croissante ona 0 < 1 — In(2) = vy < 7 donc 7 est positif et H,, = In(n) + v+ o(1).

Ordre 2 : Soitt,, = u, — 7.
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donc la série E tr — tx—1 converge par le théoréme de sommation des équivalents et on a
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Le deuxiéme équivalent vient d’'une comparaison série-intégrale car
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Comme Z ty —tp_y = lim t,, —t,—1 = —t,_,onat,_;~ o donc t, = o + 0 (—) d’ou le résultat.
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Preuve du théoréme 2 :

Par le théoréme 1 on sait qu’il existe une fonction ¢ telle que £(n) Ny Oet H, = In(n) + v+ &(n). Par
n——+0oo

définition de k,, on a

In(k,) +v+e(ky) >n
{ In(k, —1)+~v+elk,—1)<n

d’ou
e~ rtelkn)tn < k, < e~ vteltkn=1)+n 4 4

et donc k,, ~ €”™". On conclut alors car

Remarques importantes :

+ Rien de spécialement dur mais il faut étre au clair sur les théoremes d’équivalence



